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1. Primitiva ou Antiderivada

1.1. Definicao

Uma fungdo F(X) é chamada uma primitiva ou antiderivada da fungdo f(X) em
um intervalo |, se para todo xel , temos F (X) = f(x).

1.1.1. Exemplo

3
X
F(x) =3 é uma primitiva da fungdo f(x)=x.

Verificagao:

X3 . X, .
F(X)=€:> F (X)=T=X . Portanto, F (x)= f(x)

Ressaltamos que quando ndo for explicitado o intervalo, subentende-se que a
primitiva e a fungao estdo num mesmo intervalo | .

1.2. Definicao
Se F(x) e G(x) sdo primitivas de f(x) no intervalo | , entdo existe uma constante
Cc tal que F(X)—G(X)=c paratodo xel.
1.2.1. Exemplo
3
As fungdes G(X) :%+4 e H(X) :%(x3+3) também sdo primitivas da

fungdo f(x)=x".

Verificagao:

x? : 3, .
G(X)=§+4:>G(x)=?=x . Portanto, G'(x) = f(X)

3 2

H(x)=%(x3+3)=%+1: H'(x):%:xz. Portanto, H'(x) = f (X)

3
. G . X .
Notamos que, se ¢ € uma constante arbitraria, entdo F(X)=—+cC é

uma primitiva de f(x)=X*. Assim, hd uma familia de primitivas de f(x)=x* da forma
3
X
F(x)=—+c.
()=
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G(x)-H(x)=c

X X
(§+4)—(?+1):C

¥ X

Z 2 i4-1=c
3 3

c=3

Apesar da existéncia de infinitas primitivas para a fungdo f(Xx), ao
encontrar uma, encontramos todas.

1.3. Interpretacao Geométrica

Os graficos das primitivas G(X),H(X), etc, séo paralelos ao grafico da primitiva
F(x).

Y

1.4. Exercicios

1. Verifique se F(x), G(X)e H(X)s&o primitivas de f(X) no intervalo | . Faga os graficos das
primitivas.
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1.1.Dados F(x)=x*, G(X)=x>+2, H(X)=X2—2e f(x)=2x.

1.2.Dados F(x)=2x, G(x)=2x+2, H(x)=2x-1e f(x)=2.
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2.Determine as primitivas das funcdes dadas:

2.1, FOO=Vx
2.2. f(x)=x7°
2
2.3. f(x)=x°
2.4, f(x):l+lX2

2.5. f(X)=x>-2x+7

2.6. f(X)=senx+3cosx
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x3+1

2.7. f(x)=

2.8. f(X)=—x"+3

X" X
29. fT(X)=—+—
) 3 7

Respostas:
11 F(xX)=2x, G(x)=2x, H (x)=2x 12 F(X)=2,G(X)=2, H(X)=2
2.1 F(x)—gx%+c 22, F() ==+ 2.3 F(x)—§x§+c
. . —3 . . 2X2 . . —3
2.4. F(x)=arctgx+c 4 2.6. F(xX) =—cosx+3senx+c
09 J 2.5. F(x)=%—x2+7x+c )
4 6 8 4
2.7. F(x):x—+§+c 2.8. F(x):—x—+3x+c 2.9. F(x):x—+x—+c
28 7 6 24 28
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2. Integral Indefinida
2.1. Definicao

Se F(X) é uma primitiva da fungdo f(X) no intervalo |, a expressdo F(X)+cC é
chamada integral indefinida da fungdo f(X) e é denotada por If(x).dX: F(x)+c, em que:

I : sinal de integracdo
f (x) : fungdo integrando

dx : identifica a variavel de integracdo, nesse caso X
f (x).dx : integrando

F(X): primitiva de f(X)
C: constante de integrag&o

A integracdo € um processo que permite achar a integral indefinida de uma funcao.
E indefinida porque If(x).dx representa a familia de fungdes primitivas da fungdo integrando
(e ndo uma funcdo especifica).

2.2. Consequéncia da Definicao

j f(x).dx=F(x)+c < F'(X) = f(X)

2.3. Teoremas
Sejam f, g:1 >R

T1) Ic.f (x).dx :C.I f (x).dx , para qualquer C constante.
T2) j (f () £ g(x)).dx = J’ f (x).dx + j g(x).dx
T3) jf'(x).dx:f(x)+c

T4) [ | f(x).dx]'z f(x)

2.3.1. Exemplos

T1) Dada a fungdo f(X)=3x" temos:

5
J.c. f(x).dx = IS.X“.dX = 3%+C
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5

s s X 3x
J.c.f(x).dx=.[3.x .dx=3..|.x .dx=3.€+c=?+c

T2) Dadas as funcdes f(x)=x>+Xx e g(x)=x*-1 temos:

.|.(f(x)+g(x)).dx=.|.((x2+x)+(x3—1)).dx=j(x2+x+x3—1).dx=§+§+§—x+c

3 2

jf(x).dx:j(x2+x).dx:%+%+c

4

J.g(X)dX = J.(X:‘3 —1).dX =XZ_X+C

2 4

XX X X
f (x).dx X)dX=—+—+"——Xx+C
[fOgdx+[goax="-+"-+=

T3) Dada a fungdo f(X) =X’ temos:
f(x)=2x

2
_[f'(x).dx:.[2x.dx:2.jx.dx=2.x?+c:x2+c: f(x)+c
T4) Dada a fungdo f(X)=x* temos:

2 x*
f(xX).dx=|x".dx=—+cC
[ f09.dx= 3

Fo0dx] = re 3 £(x)
U } 3 3

2.4. Exemplos

Calcule a integral indefinida das fungdes:

X3
1.Ix2dx:—+c

X4
z.jxsdx:—+c
4

5
2 3 S s
3.Iﬁdx:jx3dx:%+c:x3.g+c:gx3.+c

3
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5. jcos XdX = senx + ¢
6. Isenxdx=—cosx+c

2.5. Formulas de Integracao

1. [du=u+c
2. du
J.—: Inju|+c
u
3. a+l
Iu"‘du = +C, aconstante e o # -1
a+l
4. .
a
_[a“du =—+C
Ina
5. Ie”du =e'+c
6. _[senudu ——cosu+c
7. Icosudu =senu+c
8. J‘sec2 udu =tgu +c
S. J'coseczudu =—cotgu+c
10. _[secu.tgudu =secu+c
11. _[cosecu.cotgudu = —cosecu +¢
12. J u___ arcsen= +c
Ja?—u? a
13. du 1 u
I —— =—arctg—+c
a’+u’ a a
14, 1

u
=—arcsec—+¢C

du
'[ux/uz ~a® a a
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2.5.1. Exemplos
1. Calcule as integrais indefinidas:

1.1..[(5x3+2005x)dx

4 4 4
I(5x3 +2cosx)dx = 5_[ xdx + chos xdx = 5(% +C,)+2(senx+c,) = 5% +5¢, +2senx+2c, = 5% +2senx+c

Sendo € =5¢C, +2cC,

1.2.](8x3—6&+%)dx

3
2 -2 3 3
X +X—+c:2x“—6gx2—iz+c:2x“—4x2 —iz+c
3 2X 2X

%—2

j(8x3—6\/;+%)dx:8J‘x3dx—6jx;dx+_[x3dx:8XI4—6

2.5.2. Exercicios
1. Calcule as integrais indefinidas:

1.1. I(x3—4x2—2x+1)dx:

1.2. J‘sec2 Xdx =

1.3. J‘—%dx:

1.4. j%dx:
1.5. j%/x_zdx:

1.6. I%dx:
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1.7. J.%dx:

1.8. I(sz +5+/X)dx =

1.9. I(Ssec Xtgx -+ cosec? X)dx =

1.10. dx =

I sec? x
COSecx

1.1

=

. j(#x_%i)dx:
3X

J-(x4+3x2+4

3/;

1.12.

L

\/t_3

1.13. j(9t2+ )dt =
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)dx =

1.14. I(L+X\£X_

N

1.1

Ul

: .[(sz +3)%dx =

1.16.I dx _

sen’x

1.17. j(\/ﬁ—ﬁ)dy:

Respostas
4 1.2. tgx+c
X' 4 g
1.1, =——=x*—x*+x+cC 1.3. =+c
4 3 X
1 5
1.4, —— ¢ 15 §x3+c 1.6. 2Jx+c
2X 5
3 2 3 1.9. 3secx—cotx+c
1.7. ?3/)(2 +C 1.8. x3+5x+§x2+c
1.10. SECX+C 35 1 14 12
1.11. =x*+=In|x|+c 1.12. —x3 +18x% +6X3 +cC
5 3 14
2 1 5 4
1.13. 3t3_T+C 1.14. 2X2+Zx2+¢ 1.15. gx5+4x3+9x+c
t

1.16. —cotgx+c

1.17. %JZy3 —2\/g+c
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3. Técnicas de Integracao

3.1. Integracao por Substituicao

Emprega-se este método quando temos uma integral em que uma parte do
integrando é a derivada de outra parte, exceto por um fator constante. Tem esse nome porque
depende de uma substituicdo de variadvel para simplificar o problema.

Seja F(x) uma primitiva de F() , portanto F'(x)
fungao 9 , derivével com imagem contida no dominio de F .

Podemos calcular a composta fOg:

= f(x)_ Consideremos uma outra

[F(a0]'=F (9009’09 = f(9(x)).9 (X
Consideramos, entdo, F(g(X)) uma primitiva de f(g(x)).g (X) e escrevemos:
[ (909).9'()dx=F(g(x)) +c
Para Uu=g(x) e du=g'(X)dx, reescrevemos a integral:
J (9.0 (=] f (u)du =F (u) +c

Na pratica, procurar uma fungdo U= g(X) tal que a sua derivada seja a outra parte
do integrando.

3.1.1. Exemplos
1.Calcular as integrais pelo método da substituicéo:
1.1. _[(3x2 ~1)%6xdx
u=3x*-1
du = 6xdx

4 2 1\4
[@x ~1y6xax = [wdu ="y = ¢
4 4

1.2. Icos(xz)Zde
u=x’

du = 2xdx
Icos(x2)2xdx = jcos udu = senu +c =sen(x*) +c¢
1.3. j ¥ xdx

u=x?
du = 2xdx
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Iexzxdx=j%du =%J'e“du =%eu +c=%eXz +cC

2X
1.4. dx
I1+ x?
u=1+x>
du = 2xdx

2X du _
I1+x2 dx = u—:ju 'du =Inju[+c=In+x*)+c

3.1.2. Exercicios

1.Calcular as integrais pelo método da substituicdo:

1.1. j (2x2 +2x—3)1° (2x +1)dx

1
1.2. I(xe' —2)7 x%dx

Ix? -1

1.3.j xdx

du =
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1.4..[5xx/4—3x2dx
u=

du=
1

1.5.j(e2t +2)3e?dt
16 I e'dt

J e +4
u= du=
1.7.Itgxsec2 xdx
1.8.jsen4xcosxdx
u= du=
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senx

1.9. dx
J.cossx
dy
lllolj‘m
dx
1.11.jm
U= du=
1.12. J'(x+sec2 3x)dx
u= du =
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X
X% +1

dx

1.13]

1.14 j xe ¥ *dx

U= du=

1.15.Isen2xcosxdx

1.16.Isen (x+7)dx

1.17. J'tgxdx
U= du=
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1
ex+2
X

U= du=

1.19. I3x2x/x3—ldx
u=

du=
1.20. I?sen?xdx
1.21. J.cos3xdx
U= du=
1.22. Iexzxdx
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1.23. [ (x+1)"dx

1.24. j %™ cos xdx
u= du =

1.25. j(3x+7)153dx
U= du=

1.26. Ie?’Xde

1.27. .[50055xdx
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Respostas:
(2x* +2x-3)"
. +C
22

1.1

5 ~
1.4. —5(4—3x )2+cC

2
1.7. tg—X+C
2

110, ———+¢
y-2
1. .2
1.13. Eln(x +1)+c

1.16. —cos(x+7)+c

1.19. % (xX*-1)°+c

1
1.22. —e” +cC
2

1.25.

1.2.

1.8.

1.11.

1.14.

1.17.

1.20.

1.23.

1.26.

. g(e2t +2)% +c

7 8
a(xs—2)7 +C

4

————+cC
21(3x—5)’

—x%+1

1
—Ze ¥ 4c
2
—In|cosx|+c

—COS7X+C

(x+1)*
18
e¥+c

+C

4

1.3. g(x2—1)5 +C

1.6. In(e' +4) +c

1ot
1.9. 7sec’x+c

2
1.12. X—+ltg3x+c
2 3

1.15.

1.18. —e

1.21.

1.24. e*™ +¢

1.27. sen5x+c
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4. Anexos
4.1. Tabelas

4.1.1. Relacoes Trigonométricas

01 2 2y =1 - 5 08 1
sen“xX+cos” X =1 - Relacdo Fundamental cot gx =
tgx
02 senx 09 )
gX=——- COS°X = .
COS X 1+tg°x
03 | tg®x+1=sec’ x 10 tg2x
J sen?x = —2 .
1+tg“x
04 | cotg®x+1=cossec’ x 11 | sen2x = 2Senx.cos X
05 1 12 ,  1—cos2x
SeCX =—— sen‘X=———
COS X
06 1 13 ,  1+cos2x
COSSECX = —— COS“"X=———
senx 2
07 COS X
cotgx =——
senx

4.1.2. Outras Relacoées Trigonométricas

14 | cos(2x) = cos® x —sen’x 15 2tgx
() tg(2x) = =
1-tg°x
16 | cos(2x) =2cos® x—1 17 | cos(3x) = 4cos® x —3cos x
18 | cos(2x) =1—2sen’x 19 | sen(3x) = 3senx —4sen’x
20 | sen(2x) = 2senxcos X 21 3tgx —tg>x
tg (3)() = %
1-3tg°x

4.1.3. Regra da Cadeia

Funcao Composta Derivada
Sey=g(x), u=f(x), temos y=g[ f(x)] dy dy du
dx du dx

4.1.4. Integral — Definicao

j f(x).dx=F(x)+c< F'(x) = f(X)

4.1.5. Integral — Propriedades

j c.f(x).dx=c. j f (x).dx

j(f(x)+g(x)).dx=j f(x).dx+‘[g(x).dx
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4.1.6. Técnica de Integracao por partes

judv :uv—Ivdu

4.1.7. Derivadas e Integrais

Supondo a e « constantes e Ue V funcGes derivaveis de Xe C:

DERIVADAS INTEGRAIS
01 | y=c=>y'=0 01 Idu:u+c
03 y=cu=y'=cu' J.T:In|u|+c
04 | y=u+v=y'=u'+v' 03 il
05 | y=uv=y'=u'v+uyv' Iu“du:a+1+c, a constante e
06 y—u:>y' u'v-uyv' a+—1
Vv V2 04 ] 2
07 | y=u*=y'=quiu', a=0 Ia du:RJFC
08 | y=a'=y'=a".lnau’, a>0e a=l 05 Ie“du:e“+c
09 —e' = y'=e'u’
n Y y : 06 | [senudu =—cosu-+c
. u
y=log,u=y'="-log,e 071 cosudu = senu +c
1 y=|nu:y-=u_' 08 Iseczudu:tgu+c
u
09 2 —_
2 | you'=y' —vuuu' Inuy’, us0 Icosec udu=—cotgu+c
13 | y=senu=>y'=cosu.u' 10 fsecu.tgudu:secu +C
14 y =C0sSuU=Yy'=-senu.u 11 Icosecu.cotgudu:—COSeCU +C
15 | y=tgu=y'=sec’uu’ 13
16 =cotgu = y'=—cossec’u.u’ —arcsen +C
y=cotgu=y ' f r —
17 | y=secu= y'=secu.tgu.u 13 du 1
18 | y=cosecu = y'=-—cosecu.cotgu.u’ Ia2+u2 :5arctg—+c
19 u'
_ _ 14 1
y=arcsenu=y'= J' ——arcsec +c
1_ 2
\ u\/u
20 '
y =arccosu = y' = —— B lp_du__ 1 larul oo g2
v1-u’ J.az—uz ~2a |a-u|l
21 u' 16
y=arctgu=y'= du 1 J|u-a 2 2
0 qu_az_glnquaJrc,u >a
22 u'
y=arccotgu:y=1 - 17 J. u+«/u2+a2 e
\/u +a’ a
18

2
IJu2+a2du :%\/"u2+a2 +a?ln(u+\/u2+a2)+c
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4.2. Trigonometria
NO TRIANGULO RETANGULO
‘ —
A b cosB=—
senB =— a
a
A B
A t [
- , "~ b ~C
Teorema de Pitagoras: tgB=— cotgB=—
c b
RAZOES TRIGONOMETRICAS ESPECIAIS
300 (7/6) 450 (7 /4) 600 (7z/3)
Seno 1 \jz %
2 2 2
Cosseno % \/E 1
2 2 2
Tangente J3 1 3
3
Cotangente \/§ 1 \/é
3
FUNCOES TRIGONOMETRICAS
0 T 7 3z 2z
2 2
sen(x) 0 1 0 -1 0
cos(X) 1 0 -1 0 1
tg(x) 0 N&o existe 0 N&o existe
90°
2n3 2 1200 60°
34 na 135° 45°
CICLO 56 ne 150° 30°
TRIGONOMETRICO
n 2m 180° 360°
e 11M6 210° 330°
514 4 225° 315°
53 o o
ans oo 240 2700 300
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